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For all PE rY\ {0, 1) we prove the existence of singly generated dual algebras 
which satisfy the property (A,,), but which do not have property (A,,- t). 
Nevertheless, we show that we have rank one representation for the elements of an 
infinite-dimensional convex cone in the predual. (’ 1988 Academic Press. Inc. 
Une algebre duale sur un espace de Hilbert H est une sous-algebre de 
l’algebre L(H) des operateurs born& sur H fermte pour la topologie definie 
par dualite avec l’espace TC des operateurs a trace. Depuis quelques annees, 
les algebres duales sont largement etudiees; un expose de la plupart des 
diveloppements r&cents les concernant se trouve dans l’ouvrage de 
H. Bercovici, C. Foias et C. Pearcy [3]. Elles sont a l’origine de theoremes 
majeurs sur le probleme des sous-espaces invariants dans le cas hilbertien 
avec S. Brown [4] pour les opirateurs sous-normaux, C. Apostol [ 1 ] pour 
les contractions dont le spectre contient le tore et pour lesquelles le calcul 
fonctionnel n’est pas isomttrique, puis recemment S. Brown, B. Chevreau et 
C. Pearcy [5] pour les contractions dont le spectre contient le tore (sur la 
question, voir Cgalement [3, chap. IX]). 
Si G? est une algebre duale, on note, en suivant [33, ‘a le prepolaire de 
a dans zc et Q, le quotient tc/l, qui s’identilie au predual de 6Z. Une 
classification fine de ces algbbres a et6 definie par H. Bercovici, C. Foias et 
C. Pearcy dans [3] avec les proprietts suivantes: 
a a la propritte (A,), PEN* = N\(O), si tout p xp systeme &equations 
du type [xi@y,] = [Li,j]; O$i,j<p (ou les [Li,i] sont des elements fixes 
de Qn) est resolvable. On a la propriete (A ,,p), p E N*, si tout Clement du 
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predual admet un representant de rang inferieur ou Cgal a p. Ces proprietes 
s’ordonnent de la man&-e suivante: 
(Ax,) ~...~(A,)~...~(A,)~(A,)~(A,,~)~...=>(A,,,)~.... 
& a la propriete (A,,,,(r)), r-2 1, si a verilie (A,,,,) et si pour tout [A] de 
Qn et tout s> r, on peut trouver un reprbentant de [A] sous la forme 
Xl @Y* + . . . + x, @ y, avec: 
kc, II Xk II *G’s IICAIII et k$l 11 Yk iI *<s IICAIII. 
Des proprietbs analogues (A,(r)) sont aussi d&tries. 11 est evident que 
ces proprietes ont un sens pour des sous-espaces ultrafaiblement fermes de 
L(H). D’ailleurs a tout sous-espace .A? ultrafaiblement fermi de L(H), on 
peut faire correspondre l’algbbre duale a de L(H@H) delinie de la 
man&e suivante: 
Cette dernibre remarque est frequemment utiliste pour obtenir des contre- 
exemples. 
La construction de contre-exemples pour des algebres engendrees par un 
seul optrateur est plus delicate. Neanmoins, ce sont elles qui interviennent 
pour le problbme des sous-espaces invariants et il importe de savoir ce qui 
se passe dans leur cas. Citons plusieurs rtsultats recents relatifs aux 
proprietb Cnoncees preddemment. Deux exemples de nature differente 
sont donnes dans [7, 111 pour prouver l’existence d’algebres duales engen- 
drees par un seul optrateur pour lesquelles la topologie faible d’operateurs 
(dtlinie par les semi-normes I Tr(SF)( ou F est de rang lini) et la topologie 
ultrafaible sont difftrentes. H. Bercovici [2] construit un exemple d’algbbre 
duale verifiant (A I ) mais aucune des proprietts (A r(r)). Dans une autre 
direction [9], il est montre que si les topologies faible et ultrafaible coin- 
cident sur une algebre duale 6X, alors 6X possede necessairement la 
proprittt A ,/Jr) pour un certain entier n et un certain reel r > 1 et si JZ est 
un sous-espace faiblement ferme de L(H) verifiant la proprete (A I,m), alors 
on a aussi la propritte A ,,2m(r) pour un reel r > 1. 
Pour tout entier p superieur ou tgal a deux, nous allons exhiber ici des 
exemples d’algbbres duales engendrees par un seul operateur qui virifient la 
.r I 
propnete (A dr)) ( r est un reel suptrieur a un), mais qui ne possbdent pas 
la propriete (A ,,p- ,) prouvant du m&me coup que les classes verifiant les 
proprittes (A,,,) introduites par H. Bercovici, C. Foias et C. Pearcy dans 
[3] sont distinctes m&me dans ce cadre. (Le cas des proprittes (A,) et 
(Ap+ ,) pour p 2 1 est reglt dans [3].) Malgre cela, nous montrons ensuite 
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que pour ces algebres la representation par un operateur de rang un 
subsiste sur un cone convexe de TC dont l’image est de dimension infinie 
dans le prcdual QT. 
TH~OR~ME. Pour tout entier p suphieur ou Pgal ci deux, il existe des con- 
tractions de classe C, sur respace de Hilbert pour lesquelles l’algtibre duale 
engendrtie vhifie la propri&P (DA,,~) mais ne possPde pas la propriitP 
(A I/p-- L 1. 
Preuve. Nous verrons au tours de la demonstration que l’algtbre duale 
en question verifie en fait la propriete A,,,(r) pour un certain reel r > 1 
comme cela a CtC annonce dans [S]. On fixe un entier p >, 2 et on considtre 
l’espace hermitien E de dimension d = p2 +p dans lequel on choisit une 
base orthonormee numerotee de la man&e suivante: 
{E 6,;” I > ..., 1 > .*.3 vp; g,,, 3 . ..? g2*,, .‘., g,, I, .“> g,.,}. 
Pour chaque entier strictement positif n, on definit la base oblique .$9* de E 
u,(n) = &, sil<i<p 
vi(n) = n2E, + vj - n i gi, j si 1 <j<p 
i=2 
e,, jn) = nEi + gi,.j si2Gidpet 1 <j<p. 
Nous adoptons en vue d’une plus grande commoditt d’tcriture une autre 
indexation de la base 99” sous la forme %I” = { fi(n), . . . . f,(n)} et on dtsigne 
par BP:, = (f’(n), . . . . f ‘(n)} la b ase duale de 5Q. On construit par 
recurrrence une suite (T,), >, de contractions strictes sur E pouvant 
s’krire T,=C;f=, ~(~-,)~+~f~(n)@f~(n) avec s,< Iz+~)~+~( < 1 pour 
k=l ,...,d oti s,=l-l/(p*+p) et s,=max({IziI;l<i<(n-1)d); 
1 - l/n2(p2 + p)) si n > 2, les points zi &ant deux a deux distincts. Pour 
assurer l’existence d’une telle suite d’operateurs, on introduit les ensembles: 
Q,(n)= {uEc$ IIu,fI(n)Of’(n)+~~~+u,fAn)Ofd(n)ll < 11 
Q,(n) = (u E Cd; s, < ) uk 1 < 1, k = 1, . . . . d} 
O= n +c=“;~~z~,) 
(,,j) E’,::.... d}2 
et on choisit les points z+ I)d, ...j z,d dans l’ouvert non vide 
Q,(n) n Q,(n) n Q. 
Si T est un operateur sur un espace de Hilbert, nous dirons que deux 
elements A et B de tc sont equivalents pour T si et seulement si les classes 
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[A] et [B] sont egales dans le predual Q T de l’algebre duale 6% T engendree 
par T, c’est-A-dire pour tout entier positif n Tr(AT”) =Tr(Bp). Nous le 
noterons A N T B comme dans [7 J. Pour 1 <q < d on introduit les quan- 
tit&i: 
P,“(X) = Inf { II VI, ; rg( Y) < 4 et Y ; X} 
n E N * et XE L(E). kablissons maintenant le lemme marquant une &tape 
importante dans la preuve du theoreme 1 en remarquant que Y wr, X si et 
seulement si (XL.(n)1 f’(n)) = ( Yfi(n)l f’(n)), 1 < i< d. 
LEMME. Pour tout entier n E N * et tout X de L(E); p,“(X) < C 11 XII, 06 C 
est une constante indkpendante de n. De plus, il existe un opkrateur Z sur E 
tel que la suite (p,“- l(Z)), >, soit non bornte. 
Soit done X un optrateur sur E, pour chaque entier strictement positif n, 
on lui associe l’operateur Y,, de L(E) dtlini par: 
< YnEI I Vi> = (& I Vj> - 
(&I&,) 
pn2 
pour 1 <j<p, 





si 2 < i<p et 1 <j<p. 
(YnVjlVj)=(XVjlVj)+~[,~ (~&ilci)]+ i Cxgi,jlgi,j) 
I 1 i=2 
pour 1 <j<p, et 




(y~Si,jlv~>=(xgi,jlvj’) si j#j’ 
pour 2 < i < p; 1 <j <p et 1 Gj’ <p. On complete la matrice de Y, par des 
zeros. 
11 nous faut maintenant verifier l’equivalence de Y, et de X pour T,,. 11 
est done utile de connaitre la base duale A?; qui est donnee par les formules 
suivantes: 
ul(n)=el -n2 f vj 
j=l 
ui(n)=ei-n2 E vi-n f g,j pour 2<i<p 
j=l j=l 
u’(n) = vi pour l<i<p 
e”‘(n) = nvj + g, j pour 2GiGp; 1 <j<p. 
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On a: 
< Y,u,(n)l u’(n)> 
= ( Y,&,IE,-n2 E v, j=l > 
= -n2 i (Y,&,IV,)= -n2 i 
L 
(X&~lv,)- 




=(XE~(E,)-~’ 2 (XEijvj)-n i (XE~\~,,~) 
j=l ,=I 
= (Xu,(n)I u’(n)). 
Pour 1 <j<p 
( Y,vj(n)l u’(n)> 
= 
( [ 
Y, n2e,+vj-n f gi,j Vj 
i=2 II ) 





+3 ,$ (XEi)Ej) + i (xgi.jl gi,i) 




(Xgi,jl gi,j> + (XEilEi) 
i=2 
n P” 1 
=n2 (X&I\V~)+(XV~JV~)-~ f  (Xg,jJvj) 
i=2 
= (XUj(n)l d(n)). 
376 GILLES GASSIER 
=n 
1 cxE,Iv,) _ CXEiIEi) + CxEil g&j> 
1 J 
pn* n 1 
<xgi,jlvj)+~(xgijlgi,j)+ <xEil &i) pn 1 
=n*(XEilVj) -n CxEil gi,j) +n CxtZi,jl vj> + CxL?i,jI gi,j) 
= (Xe, j(n)lei-j(n)). 
Ainsi Y,, est equivalent a X pour T,, et par construction Y, est de rang 
inferieur ou egal a p avec (1 Y, 11, < 5 11 XII i, car Y, se decompose en une 
somme de cinq operateurs de norme nucleaire inferieure a celle de X. La 
premiere partie du lemme est done demontree. 
On considere l’operateur Z = E, @ v, + . . . + .sp @ vp sur E. Supposons que 
la suite &!-i(Z)),, I soit bornee. On en deduit l’existence dune suite 
born& (4,L 2I d’optrateurs de rang inferieur ou Cgal a p - 1 telle que 
chaque B, soit equivalent a Z pour Tn. Si x est un vecteur non nul de E, on 
note par i le vecteur normalise x/llxll. 11 vient alors, en extrayant une 
sous-suite (E,,) convergeant vers un operateur B: 
Pour 1 <i<p 
(B,,Ci(nk)l Wh)> = (Zfi,(n,)l +h)) 
et par passage a la limite 
Pour 2<i<p et 1 <j<p 
d’oh 
(B,,?,Jn,)( F(nk)) = (ZZj,j(nk)l e”i~i(n,)) 
(BEi,vj)= (z&i(vj)=i5i,j. 
On constate que le rang de B doit Ctre au moins p, ce qui contredit le fait 
que B soit limite d’operateurs de rang inferieur a p - 1. Le lemme est done 
completement dtmontrt et on peut maintenant terminer la preuve du 
theoreme. Pour cela, on considbre l’espace hilbertien H = 1,(E) et 
l’operateur T = 0, a I Tn. On designe par P, la projection orthogonale sur 
le nitme exemplaire de E et pour tout operateur a trace A sur H on note A, 
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l’operateur P, AP,. En appliquant le lemme a chaque A,,, on voit qu’il 
existe B, de rang inferieur ou &gal a p equivalent a A,, pour T,, et verifiant 
de plus l’inigalitb (I B, II, <C (I A, I( 1. On choisit une base orthonormie 
(a,(n); -4 a+(n)} (r, = rg(B,) <p) dans l’image de B,. L’operateur B, 
s’ecrit alors sous la forme B,=a,(n)Ob,(n)+...+a,“(n)Ob,~(n) avec 
lI~~(~)lldClIA,I/, pourk=L...,r,. 
On pose: 
xk(n) = JW ak(n) si 1 <k < r,, 
Xkb) = y,(n) = 0 si r,,<p et r,<k<p. 
Finalement B,=x,(n)Oy,(n)+...+x,(n)Oy,(n) avec /Ixk(n)Jjz= 
II y,(n)lI* < C II A,, II,. Ceci permet de definir les vecteurs de H suivants: 
xk = +f .Yktn) si l<k<p 
n=l 
+ r, 
Yk= 1 ykb) si 1 <k<p. 
n=l 
Pour tout entier nature1 m il vient: 
Tr(AT”) = y Tr(A,T;) = y Tr(B, T;) 
n = I II=1 
= 
!? [ ,cl ( T:xk(n)l l,@))] = ,;, [ .k; <TX,(n)\ ykb))] 
n=l 
Ainsi nous avons [A] = cp= I [x/, @ yk] dans le p&dual QT, de plus 
~~Xk~~2=Ibk~~2~~~;=?i IIA.II,~ClIAII,d’o~CP,=1 /bkI(Zqq)[A]IIet 
xi=, iI Ykii2~pc IICAIII. 
aT veritie done la propriett (A r,,(pC)). 
La derniere etape consiste a ttablir que l’algebre aT ne posside pas la 
propribte (A l,p- r). Pour cela, on utilise la seconde affirmation du lemme 
qui nous assure l’existence d’un operateur Z sur E pour lequel la suite 
(P,“-W)n, 1 est non born&e. On choisit alors une suite (u,),, 1 telle que: 
CCC 
et 
n = 1 
580/80/Z-10 
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et on consider-e l’operateur nucltaire A = @,+$ (z&Z). Le choix de la suite 
(zdrr 1 nous permet d’affrrmer qu’elle v&tie la condition de Blaschke et 
d’introduire comme dans [7] pour m > 1, le produit de Blaschke: 
b,(z) = II 
n$+{(m-l)d+l,...,md} 





’ - ifk ( )I zk-zi 
i=(m-l)d+l,....md 
On constate grace au calcul fonctionnel de Nagy et Foias [lo] que 
h,(T) = P, appartient a I’algebre duale engendree par T. Ceci now permet 
d’ecrire si I’on suppose qu’il existe un operateur B de rang inferieur ou tgal 
a p - 1 equivalent a A pour T: 
Tr(u,ZTJ,)=Tr(P,AP,T’P,) 
= Tr(P, BP, TIP,) = Tr(B, T!,,) pour Z20. 
I1 s’en suit que B,/u, est equivalent a 2 pour T,,, et son rang &ant inferieur 
a p - 1 on doit avoir: 
qui contredit l’appartenance de B a tc et achbve la demonstration du 
thiorime. 
Nous allons voir maintenant que mCme dans le cas precedent ou dans le 
cas de l’exemple de [7] oti les topologies faible et ultrafaible ne coincident 
pas sur l’algebre duale, on a cependant la propriete (A,( 1)) sur un cone 
convexe ferrne d’operateurs a trace dont I’image dans Ie p&dual est de 
dimension intinie. 
Nous commencons par etablir un lemme expose dans [6] qui posstde un 
inter& propre. On appelle base oblique dun espace de Hilbert H toute 
famille (e,), 20 image par un operateur inversible A dune base orthonor- 
mee (en)“, ,,, c’est-a-dire e, = AC,,. On peut toujours se ramener au cas ou 
A est un operateur positif, la base duale (e”),20 de (en)n,O s’bcrit alors: 
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LEMME . Si (en),,>,, est une base oblique de H dont (en)n30 est la base 
duale, alors pour route suite (o~)~ 30 E lk, wk # 0 pour tout k B 0, il existe 
une suite (xk)k $ 0 de rdels strictement positifs tels que: 
avec 
+ag + m  
C xkwkek= C %ek 
k=O k=OXk 
Preuve. On considere l’ensemble E = { (xk)k a 0 E (R,’ )“; Ck+Zo (xi + 
l/x:) 0: < + co }. Nous pouvons supposer au tours de la dttmonstration que 
z,‘_“, co: = 1. Si x E E, on pose: 
et 
+ a; +n. 
q(x)= 1 xkmkek- c Okek 
k=O k=OXk 
+a) 
e,(x)= 1 XkakEk, 0,(x) = y Ok &k 
k=O k=OXk 
Nous allons montrer dans un premier temps que cette borne est atteinte. 
On a: 
IIcpb)l12= lIA~,b)l12+ IIA ~92(~)112-2 (1) 
#Oil 
2 + II (p(x)l12 2 min 
( 
&q-&)[k~(x:+g4]. t2) 
Soit Q, = {x E E; C::. (xi + l/x:) C$ < p ) pour r > 2 avec 
On constate en utilisant (2) que si x +! Q,, II cp(x)ll 2 k 6 + 1, par suite 
6 = inf, E Rr I( q(x)lj2, On peut done trouver une suite (x~),,~ de points de 
Qn, tels que I( (p(x”)ll* dkcroissent vers 6. Avec le pro&d6 diagonal et la 
bornitude des suites (11 O1(~n)lJ),,~O et (I( 0,(~“))ll),.~, on peut supposer en 
utilisant au besoin une sous-suite que: 
x;--rxk lorsque n --) + 00, pour tout k 2 0 
II A~,b”)l12 + a 
II~-1~2(Xn)l12+B~ 
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On verifie que x = (xk)k30 appartient a 52, et que 0,(x’) (respectivement 
0,(x”)) converge faiblement vers 13,(x) (respectivement 0,(x)). 
Soit y, et y, deux elements de la boule unite de H: 
Iwl(41Y,)12+ l(A-1~2(xh5)12 
=,f~, CI~A~,(X~)I~,)I*+I~A~,(X~)I~,~I~I~~+B=~+~. 
On en tire : (IAe,(x)l)*+ ~~A-102(x)~~2<~+2. 
11 en resulte que la borne est atteinte au point x. 
Soit p > 0, pour I t I <x, on definit le point y(t) de E par yk(f) = 
Xk - f8k.p. 
cp(y(t))= q(x)- tw, ep +c - *2Wp [ 1 xi x2(x, - t) ep. 
On pose u = -op[ep + eP/xi] et u = - (op/xz(xp - 1)) ep. Nous avons: 
I(cp(x)+tu+t2uI12~I(cp(x)J12 pour ItI<x,,cequiimpose(cp(x)lu)=O. 
Pour tout p 3 0, (cp(x)( ep + ep/xz) = 0 mais 
II dx)ll’= r (cp(x)lep)(ePl q(x)> = 
p=o 
-[ y l’q’x~~ep”‘] 
p=o 
done S = )I &x)/l 2 = 0, la constante 2 intervenant dans l’intgalite du lemme 
est obtenue enprenant une suite (rp)p,O q ui dtcroit vers 2 et en appliquant 
le procede diagonal a la suite (xCp) )p>o correspondante (xCp) E Q,J, ce qui 
conclut la demonstration du lemme. 
Nous considerons desormais un opkrateur T= 0, 2 o T,, sur un espace 
hilbertien H = 0 n a i H, od chaque T,, est diagonalisable sur une base obli- 
que e,Jn) de H,, c’est-a-dire T,, = ekrO A,(n) ek(n) 0 e“(n). Les nombres 
(nk(n))k,..o sont complexes et (ek(n))k>o designe la base duale de 
(ek(n))kgO. 
11 est clair que tous les operateurs precitts sont de ce type. Neanmoins, 
on obtient le resultat suivant: 
TH~OR~ME. Pour tout opkrateur d trace A du c&e conuexe fermi engen- 
drk par la famille (ek(n) 8 ek(n)},, ,,>,,, il existe un vecteur a appartenant 2 
H tel que [A] = [a @ a] dans le prPdua1 QT aoec 1) a II ’ = )I [A] I( . 
Preuve. On designe par P, la projection orthogonale sur le sous-espace 
H,,. L’optrateur A, = P,AP, se decompose sous la forme 
+CC 
A, = 0 akc(n) ek(n) 0 ek(n) aVeC ak(n) 2 0 et +f ap(n) < (1 A, 1) 1. 
k=O k=O 
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On peut supposer dans un premier temps tous les a,Jn) strictement positifs. 
On krit ok(n) = J&$& le lemme nous assure l’existence d’une suite 
(Xkb))k>O de rt?els stricteent positifs tels que: 
k=O 
On remarque alors que pour tout entier positif m Tr(A, 7;) = (TX,, lx,,) 
et on pose a = C,‘_“, x,. I1 vient Tr(A Tn) = ( 7”“a 1 a) pour tout m E N, 
c’est-A-dire [A] = [a@a]. De plus 
lIall*= Y IIx,ll* 
n=O 




6 c II~.Il,~II4I,. 
?I=0 
Dans le cas g&bra1 on ajoute A A, pour tout entier positif q, un opirateur g 
trace B, convenablement choisi, on obtient une suite (A”“),,, convergeant 
vers A dans tc et pour laquelle le raisonnement prtctdent s’applique. La 
suite (ay)y to correspondante se trouve dans un compact de H et un point a 
adhkrent A cette suite vkrifie: 
Tr(AT”)= (T”ala) pour tout mEN avec /Iall*= ll[A]II. 
Ce thtorkme, dans le cas d’un espace hilbertien de dimension finie, 
redonne le thkorkme 2.2 de [12]. 
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